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UNA METODOLOGIA PARA VALORAR UN CALLABLE BOND
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RESUMEN

En este articulo, la metodologia empleada para valorar un bono que tiene una opcién call incluida
(callable bond o bono redimible) viene dada por la implementacién numérica del modelo de tasa corta de Hull y
White, la cual se logra con un arbol trinomial de tasas. Asi mismo, se presenta una aplicacién para €l caso de la
compania Interconexion Eléctrica S. A. -ISA-, que ha emitido dos instrumentos callable bonds. Para el desarrollo
de tal aplicacion se construyen algunos algoritmos computacionales, los cuales pueden valorar los dos bonos con
opcién call que tiene dicha compafia y ademaés permiten la estructuracién de un bono con opcién call incluida
de tipo genérico.
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A METHODOLOGY TO VALUE A CALLABLE BOND

ABSTRACT

In this paper the methodology employed for assessing a bond that includes a call option (callable bond) is
given by the numeric implementation of Hull and White short rate model, which it is accomplished through an
interest rates trinomial tree. It also presents an application for the case of the company Interconexioén Eléctrica
S. A. -ISA-, which has issued two callable bonds instruments. For the development of such application computer
algorithms are implemented to value the two bonds of the company, and they also allow the structuring of a
bond with a generic type call option included.
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1. INTRODUCCION

Un primer trabajo que aparece en el estudio
de la tasa corta es el modelo de Merton (1973) [14],
que proporciona los fundamentos teéricos iniciales
para la modelacién de tasas de interés en un instan-
te t. Alli se encuentran las bases de la teoria moderna
de tasas de interés en tiempo continuo, la cual se fun-
damenta en el movimiento browniano. Mas adelante
surgieron los llamados modelos de equilibrio, los cua-
les empiezan usualmente con supuestos de variables
econdmicas, y derivan de alli el comportamiento de
la tasa de interés; en ellos la estructura de plazos para
la tasa corta es una salida del proceso. Entre estos
modelos se enmarcan los trabajos de Vasicek (1977)
[17], Langetieg (1980) [12], Cox, Ingersoll y Ross
(1985) [5], Black, Derman y Toy (1990) [2], Longstaff
y Schwartz (1992) [13]. También surgieron los llama-
dos modelos de no arbitraje, caracterizados por ser
consistentes con la estructura de plazos inicial que
ofrece el mercado, y, en consecuencia, la estructura
de plazos para la tasa corta es una entrada. Entre los
trabajos pioneros figuran los de Ho y Lee (1986) [8],
Hull y White (1990) [9] y Black y Karasinski (1991)
[3]. Dos debilidades de los modelos anteriores son
que, en la mayor parte de las veces, involucran
solamente un factor de incertidumbre y que no hay
libertad completa de elegir una estructura de vola-
tilidad para los modelos de tasa corta. Frente a estas
debilidades, algunos modelos que se han propuesto
son los trabajos de Heath-Jarrow-Morton (1992) [7]
y LIBOR Market model (1997) [4] [11] [15].

En el caso del mercado de renta fija y deri-
vados, existen métodos propuestos por la Bolsa de
Valores de Colombia, donde intervienen modelos
de tasa corta, para la valoracién de diferentes titulos
sin opcién incluida, como los bonos ordinarios; pero
no hay claridad sobre la valoracién de titulos con
opciones incluidas. La valoracién de este tipo de
productos puede sobreestimar el precio justo, en el
caso de que se empleen los métodos tradicionales
de valoracién asociados a titulos sin opcién incluida,
pues no se consideraria el derecho que proporciona
la opcién incluida sobre el titulo.

En este articulo se presenta el modelo de Hull
y White para tasa corta de interés y se implementa
numéricamente mediante un arbol trinomial de
tasas, con la finalidad de valorar un bono que tiene
un derivado incluido, en particular, una opcién call.
Este tipo de productos financieros frecuentemente
se conoce en el medio como callable bond, €l cual
da derecho al emisor del bono de comprarlo o re-
dimirlo, por determinado precio y en determinadas
fechas durante su vida.

Asi mismo, se presenta una aplicacién para el
caso de la companfia Interconexién Eléctrica S. A.
—-ISA- con la que se realizé un proyecto de investiga-
cioén sobre tasas de interés. ISA a la fecha cuenta con
algunos bonos corporativos, dos de los cuales tienen
opcién call incluida, con fechas de vencimiento di-
ciembre de 2019 y abril de 2026, respectivamente.
Para el desarrollo de tal aplicacién se construye un
algoritmo computacional que valora los dos bonos
mencionados y ademas permite estructurar un bono
con opcién call incluida de tipo genérico.

En la seccidn 2 se presenta una descripcion del
modelo de tasa corta de Hull y White, en la seccién
3 se dan caracteristicas generales de los bonos con
opcién call incluida, en la seccién 4 se desarrolla la
aplicacién mencionada, y finalmente se dan unas
conclusiones y se indican algunos trabajos futuros.

2. MODELO DE TASA CORTA
DE HULL Y WHITE

Si B(t, T) representa el precio de un bono
cupdn cero, colocado en t, y que paga una unidad
monetaria al vencimiento T, y R(t, T) es la tasa de
interés continuamente capitalizable, de vencimiento
en T, entonces B(t, T) = exp [-R(t, T)(t-T)]. De este
modo, la tasa instantanea r; o tasa de interés de plazo
mas corto posible o tasa corta se define mediante el
limite 7, =limR(¢,7). La tasa corta de interés r, en
el modelo de Hull y White, satisface el proceso de
[t6 dado por

dr,=[0, —ar,Jdt +cdWw,



o equivalentemente,

dr, :a[e#—ant+GdVK

a

Donde a y o son constantes positivas, 6, es
una funcién continua en el tempoy (W,), €s un
movimiento browniano. Se dice que la tasa corta
r, revierte a la media % a una tasa de reversion «, y
que o es la volatilidad de la tasa corta. Si se supone
que a y o se han estimado mediante un método
estadistico, se desea seleccionar 6, en el tiempo
t = 0, de modo que coincidan el precio de un bono

en el mercado y en el modelo tedrico [18].

Un arbol de tasas de interés es una represen-
tacion en tiempo discreto de un proceso estocastico
para un modelo de tasa corta. La discretizacion de
la ecuacion de la tasa corta en el modelo de Hull y
White se hace por medio de un arbol trinomial de
tasas de interés, con pasos de tiempo de At entre
los nodos y probabilidades p,, p,, V¥ p, e€n caso de
producirse movimientos en la tasa corta hacia arriba,
al medio o abajo, respectivamente. De otro lado,
se supone que durante cada periodo At la tasa que
se aplica entre dos nodos del arbol R, es continua-
mente compuesta en dicho periodo, y que R, sigue
un proceso estocastico de la misma naturaleza que
la tasa corta r,, esto es,

dR =[0, —aR |dt +c dW,-

2.1 Construccion del arbol trinomial

La construccién del arbol trinomial se hace
en dos etapas, las cuales se describen a conti-
nuacion.

Primera etapa. Se construye un arbol auxiliar
de tasas de interés R: , que inicialmente es cero, y
sigue el proceso estocastico

dR =—aR dt+cdW,

donde la naturaleza probabilistica de la discretizacion
AR’ dadapor R, — R, tiene distribucién normal
AR ~ N (-aR’ At, &® A). El espaciamiento AR entre
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las tasas de interés en el arbol R esta dado por la
relacion

AR =0+/3At

Se define el nodo (i, j) como el nodo para el
cualt =iAt y R=jAR, i=0,1,2,..,N; conNEZ",
V ] = minre-r Oveenrimar S€ define, ademas, el valor j, .,
como el valor de j para el cual se satisface

) |:0,184i| |:0,816i|
Jmax € 4
alt alt
donde [x] es la funcién parte entera de x, que
retorna el menor entero mayor que x. Se define

el valor j, ., como el valor dej para el cual j, ., = —j -
En adelante se tomara el valor infimo del intervalo.

Cuando a >0, se obtienen los diferentes nodos
(i, j) y los valores de probabilidades p,, p,, v Py, aso-
ciados a cada nodo de tres maneras posibles:

*  Sijn,<i< Jj.:la ramificaciéon en el arbol y las
probabilidades p,, p,, y p,toman la forma indi-
cada en la figura 1.

u

11
P =—+—(a’j*A* —ajAt
c 2( J jAr)

P =g—azj2At2
3
P =l+l(a2j2At+ajAt)
62
Figura 1. Rama central. Probabilidades p,, p,, ¥ P4

en el modelo de Hull y White

e Sij=j.. laramificacién en el arbol y las pro-
babilidades p,, p,, ¥ p, siguen la forma indica-
da en la figura 2.

u

1 1
P =—+—(a’j’At’ +ajit
S 2( J yAt)
P, = —%—az A =2ajAt
P —7+1( 2PA + 305
ity +3ajAr)

Figura 2. Rama inferior. Probabilidades p,, p,, V P4
en el modelo de Hull y White
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* Sij =], laramificacién en el arbol y las proba-
bilidades p,, p,, v p, toman la forma indicada
en la figura 3.

P = %+%(a2j2At2 —3ajAt)

m

P = —%— a’j* A +2ajAt

11 2 2242 .
P, =—+—(a j At —ajAt
s 2( J yAr)

Figura 3. Rama superior. Probabilidades p,, p,, ¥ P,
en el modelo de Hull y White

.
El arbol resultante de las tasas R, es como
muestra la figura 4.

(2,2) (3,2)

(1,1) (2,1) (3,1)

(0,0) (1,0) g \ (3,0)

1,1 g (3,-1)

Figura 4. Arbol R* en el modelo de Hull y White

Segunda etapa. Se construye el arbol R, a
partir de R,* , desplazando los nodos de este tltimo,
de modo que la tasa inicial de la estructura de tasas
de interés coincida con la tasa en el nodo (0,0) del
arbol R,. Para lograr este objetivo, se definen el vector
a, y la matriz O, como

o =0, = RiAt

B VP(1) sielnodo (i, j) es alcanzado
] o en otro caso

La expresion VP(1) indica el valor presente
de un titulo que paga $1, el cual se paga sélo si el
nodo (i, j) se alcanza. Por otra parte, a, y O, pueden
calcularse realizando un proceso inductivo hacia
delante. Para empezar, Q,, = 1 de manera directay
a, coincide con el término de la estructura de tasas
de interés para el tiempo At. De este modo, si el es-
pectro R,,(t,T) representa la curva de rendimiento
con el modelo de Nelson y Siegel [16], entonces
a, = R\s(0,At). Ahora, si las componentes Q,; se
han determinado para i < m(m=0), a partir de ellas
puede calcularse «,,, de tal manera que con el arbol
R, se valore correctamente un bono cero cupén que
madura en el tiempo (m+1)At. En consecuencia, el
valor hoy de un bono cero cupdén que madura en
(m+1)At estd dado por

Pi= 2 0 ep~(a + jaR)N]
J=ny,

donde n,, es el nimero de nodos a cada lado del
nodo central en el tiempo mAt. Asi, de la ecuacién
anterior, «,, estd dado por

m+l

nm
In > 0, e -InP

J=" M

(Xm
At

Una vez que «,, se haya calculado, las com-
ponentes Q,; parai = (m+1) se calculan por la si-
guiente ecuacion:

Opy = 2.0, a(k, exp[ (e, +k AR)A(]

donde ¢g(%, j) es la probabilidad de ir del nodo (m,k)
alnodo (m+1, j) , y la suma se realiza sobre todos los
valores de k para los cuales la probabilidad asociada
no es cero.

3. BONOS CON OPCION CALL

Una opcién sobre un bono es una opcién
para comprar o vender un determinado bono, en
una fecha particular y por un precio dado. Las op-
ciones sobre bonos son frecuentemente embebidas



en bonos, para convertirlos en titulos més atractivos
a un cliente. En particular, un bono con opcién
de bono embebida, o simplemente incluida, es el
callable bond. Este es un bono que le permite al
emisor recomprarlo, o redimirlo, al inversor, a un
predeterminado precio y en ciertas fechas del futuro
ya establecidas. Se dice que el tenedor del bono ha
vendido una opcién call al emisor. El precio strike o
precio de compra en la opcién es el precio prede-
terminado que el emisor debe pagar al tenedor, y
usualmente es una funcién decreciente en el tiempo.
El valor de la opcidn call se refleja en la rentabilidad
del bono, ya que éste ofrece mayor rentabilidad que
el bono sin la opcién.

Para la valoracién de un callable bond se cons-
truye un arbol D, de descuentos dado por

exp [—RO,O Atl] para el nodo (0,0)
D .= exp[—R,.’j Atz] para el nodo (i, j),i >| j|, i <N

L]

1 para el nodo (N +1, /)

dondei=0,1,2,..,N+1,conNEZ"j=—j
0

severmax

Posteriormente, se construyen dos arboles: B,
que represente el precio del bono tipo bullet y BC,
que represente el precio del bono con la opcién call
incluida, de modo que

B, = [puBHL./m +PuBit o T PaBu 2 TG ]Df,f,m.x

donde C, es un vector que define el valor del cupén
que se paga en el tiempo t. De forma andloga se
calculan las componentes B; i Y BijcoOnj # joo
Y j # j.u- También se puede obtener el arbol BC,, de
modo similar, con la salvedad de que en cada nodo
se preguntasi BC, ;> K, yen caso afirmativo, el valor
BC,; se reemplaza por K;, donde K, es un vector que
define el valor del precio de ejercicio asociado a la
opcién, en el tiempo t. Es de notar que los valores
pPw D, ¥ pydeben ser los que correspondan, en cada
caso, a las expresiones dadas en las figuras 1, 2 y 3.
Finalmente, el valor de la prima esta dado por

call = B,,-BC,,
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4. APLICACION

Interconexién Eléctrica S.A (ISA) tiene en la
actualidad dos bonos para deuda publica interna,
con opcién call incluida. Los titulos se conocen co-
munmente como callable bond y tienen una califica-
cién de AAA otorgada por Duff & Phelps de Colombia
S. A. Las caracteristicas generales de la emision de los
dos bonos se ilustran en la tablal, en la cual la sigla
IPC representa el Indice de Precios al Consumidor,
calculado para los Gltimos doce meses y expresado
como una tasa efectiva anual. Para ambos bonos, hay
un pago de cupdn cada seis meses y corresponde al
valor indicado en la columna 4.

Los callable bonds descritos pueden ser ejer-
cidos por el emisor de la siguiente manera. El bono
BISA3049VA puede ser redimido durante cada afio y
a partir del afo 8; para el afo 8 el precio de ejercicio
serd de 104, para el ano 9 de 103, para el ano 10 de
102, para los aflos del 11 al 14 de 101 y para el ven-
cimiento, el facial. El bono BISA4049VA puede ser
redimido durante cada semestre y a partir del afio 10;
en el primer semestre €l precio de ejercicio sera de
105, y cada semestre, hasta el vencimiento, el precio
de ejercicio se reducira en 25 puntos bésicos.

4.1 Estimacion del IPC para el pago
de cupones

En Colombia, una de las principales fuentes
de informacién sobre expectativas de inflacién es la
encuesta periddica realizada por la Subgerencia de
Estudios Econémicos del Banco de la Reptblica. Otro
de los indicadores utilizados en el medio para estimar
el IPC es el BE (break-even inflation), que consiste en
calcular la diferencia entre las rentabilidades de igual
madurez de titulos de deuda nominal e indexada
emitida por el Gobierno, las cuales corresponden a
las curvas CEC (curva cero cupén) en pesos y CEC
en UVR (unidad de valor real), respectivamente,
que se obtienen mediante el modelo de Nelson y
Siegel (1987) [16] para la tasa spot. Este indicador
representa la inflacién promedio esperada por el
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Tabla 1. Callable bonds de ISA vigentes

Nemotécnico Emision Vencimiento Cupodn Base Monto
BISA3049VA 7-Dic-2004 7-Dic-2019 IPC+7,19 SV 365 108,865
BISA4049VA 7-Abr-2006 7-Abr-2026 IPC+4,58 SV 365 118,500

mercado durante el plazo correspondiente [1]. La
relacion entre las tasas de interés y la inflacion fue
dada inicialmente por la hipétesis de Fisher (1930)
[6], cuyo postulado se aplica en el calculo del BE.
Dicho célculo estad dado por la expresion

1+y,.
BE = Vi

t,i

-1

l+rt’i

donde y es el retorno nominal y r el retorno real
en el dia t para el plazo i, las cuales estan dadas en
composicién continua.

Por otra parte, el IPC efectivo anual que rige
para los pagos de cupén del bono BISA3049VA
correspondientes al dia 7 de junio, es el vigente al
1° de diciembre del afio anterior; mientras que para
los pagos de cupdn del 7 de diciembre es el corres-
pondiente al vigente €l 1° de junio del mismo afo.
Anélogamente, para los pagos de cupén del bono
BISA4049VA, correspondientes al dia 7 de abril, es
el vigente al 1° de octubre del afio anterior; mientras
que para los pagos de cupén del 7 de octubre es el
correspondiente al vigente el 1° de abril del mismo
ano. Para el pago de los primeros tres cupones, se
considera la informacién del IPC histérico y el BE,
mientras que para los pagos de los deméas cupones
sélo se considera el BE.

4.2 Aplicativo

En este articulo, los bonos BISA3049VA y
BISA4049VA se valoran con el modelo de tasa
corta de Hull y White, tomando como parametros
ficticios @ = 0,05 y 0 = 0,015. Estos valores se con-
sideran a partir de algunos ejemplos desarrollados
en la literatura [10], y esto se hace sdélo con el fin

de correr el modelo. Por lo tanto, dichos valores
no corresponden a ningln proceso de calibraciéon
estadistico, lo cual deja abiertas nuevas posibilidades
de investigacion.

A continuacién, se muestran los resultados
del aplicativo desarrollado en Microsoft Visual Basic
6.0 para dicha valoracién. Este programa permite
calcular los precios de los bonos con opcién call
emitidos por ISA. Ademads, es posible estructurar a
partir de él un bono con opcién call genérico, con
caracteristicas especificadas por un usuario.

4.3 Resultados

En la tabla 2 se muestran las entradas ne-
cesarias para correr el modelo de valoracién del
callable bond implementado. Los valores de a y o
del modelo de Hull y White son ficticios; los vectores
Bs v By corresponden a los vectores (B,, B, B,, ©)
asociados a las curvas CEC en pesos y CEC en UVR
respectivamente y se tomaron de la pagina web de
Infoval (Informacién para Valoracién Bolsa de Valo-
res de Colombia); la fecha de valoracién Fles el 5 de
agosto de 2008; el intervalo de tiempo At entre dos
nodos del &rbol trinomial es mensual, y los primeros
tres cupones para ambos bonos, denotados por el
vector Cupones3, se calcularon como se expuso en
el apartado 4.1. Cada valor de los cupones indica el
valor pagado por el emisor, por cada 100 unidades
monetarias invertidas en el bono y en las fechas es-
tablecidas. En la tabla 3 se observan algunas salidas
particulares del aplicativo, donde B, , indica el valor
del bono tipo bullet; asi mismo BC,, indica el valor
del bono con opcién incluida. Estos valores son por
cada 100 unidades monetarias. Finalmente, la call es
el valor de la opcién incluida en el bono. Ademas,



Tabla 2. Entradas al aplicativo para valorar los bonos de ISA a

g ﬁ$ ﬁUVR FI PA
B, 9,662523 B, 6,062743
—0,240192 —5,922626
0,05 0,015 A = P = 05/08/2008 mensual
B, 7,901557 B, 6,396471
T 4211864 T 0,88999
BISA3049VA BISA4049VA

7,02 5,39

Cupones3 8,43 6,66

6,98 5,98

el aplicativo arroja las salidas de R*, R, O, a, bond-
pricehw y bondpricehwcall, donde bondpricehw es
el arbol de precios del bono tipo bullet (B), es decir
sin opciodn, y bondpricehwcall es el arbol de precios
del bono con opcién call incluida (BC). Las demas
salidas ya fueron explicadas.

Para el caso del bono BISA3049VA, el &rbol R
se representa por una matriz de dimensién 91x137,
mientras que para el bono BISA4049VA la matriz
correspondiente tiene dimensién 91x213. Notese
ahora que, seglin los datos de entrada ingresados en
el aplicativo, se presenta una ganancia aproximada
del 12 % para el primer bono, mientras que hay una
pérdida de casi el 5 % para el segundo.

Tabla 3. Algunas salidas del aplicativo para valorar
los bonos de ISABono

B,, BC,, call
BISA3049VA | 112,153844 | 107,688879 4,464964
BISA4049VA | 94,901115 93,409891 1,491225

Enlafigura 5 aparece el aplicativo desarrollado
para el caso de la valoracién del bono BISA3049VA
segun los datos de entrada que aparecen en la tabla
2; la salida que se muestra es el valor de la call, que
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es el valor correspondiente en la tabla 3. La figura 6
muestra ademads una ventana del aplicativo, donde
aparecen el valor cupdn y el valor strike para los
periodos y fechas indicados. Finalmente, la figura
7 ilustra una de las ventanas en donde puede es-
tructurarse un bono genérico; en particular, alli se
muestra un pago de cupén semestral para un bono
que fue estructurado.

5. Borcs con ol

§a

BONO 15A 2019
[ 3

ENTRADA DE DATOS
Fecha Expiracibn (ddimm/aaaa) |
Facha e J

Betas TES Pesos omr e
Botas TES UVR |5 062743
o (R (5] I

a 0os

Sigma b5
Poriodos (e =]

I Congs waorms | Primeros cupones (702

ogen |

CUPOMES ¥ STRIKD

Figura 5. Aplicativo desarrollado en VB 6.0.
Valoracion de BISA3049VA, usando el modelo
de tasa corta de Hull-White

15
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CERRLA

Figura 6. Valor cupén y valor strike para el bono
BISA3049VA, segun los datos de entrada
que aparecen en la tabla 2

el WK CALL |
= Beren con ol i - A x

AGREGAR CLFON Facha Towen =

Foua
I Ve, 05 0n Saphercten e SO0
T

L]

AGREGAN |

NCHTAN CuPEal

s 2

oupen

TR

CREAR CUPON POST DEFECTD
Viskor s ks e cupones

F

L -
|| acorran I

Figura 7. Estructuracion de un callable bond.
llustracion de un pago de cupon semestral
para un bono genérico que fue estructurado

CONCLUSIONES
Y TRABAJO FUTURO

5.

En esta investigacion se estimaron los valores
de dos bonos con opcidn call incluida de la compania
Interconexion Eléctrica S.A. (ISA) por medio del mo-
delo de tasa corta de Hull y White. Para lograr esto,
se implementé dicho modelo numéricamente me-
diante un arbol trinomial de tasas. Este arbol permite

TS5 nis C0M OPOVAN CALL - BONO A 7019 RSN CUPRES ¥ STIIKE] Lo

calcular el precio del bono bullet, del callable bond
y el valor call de la prima. Ademas, la metodologia
fue extendida para valorar un callable bond genérico,
que pueda ser empleado en otros escenarios. Para las
estimaciones realizadas fue necesario implementar
un algoritmo con pasos detallados y un software
desarrollado en Visual Basic 6.0 que permitieran la
discretizacién compleja del modelo y que generaran
las salidas y posteriores analisis pertinentes.

La agenda de investigacién involucra la es-
timacion estadistica de los parametros del modelo
de tasa corta de Hull y White, el estudio de la sensi-
bilidad en el valor de un callable bond respecto al
tiempo t, la medicién de caracteristicas fundamen-
tales de un bono con opcién incluida, como son la
duracién y la convexidad, y la ampliacion hacia otros
modelos de tasa corta maés sofisticados.
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