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RESUMEN

Se presentan tres modelos matemaéticos para la regresion y correlacion de una nube de N puntos en R? con
coordenadas cartesianas x; y; como abscisas, con su respectiva ordenada p; como radio de curvatura de la seccion
axial o sagital, pero que no corresponde a la curvatura gaussiana, con un paraboloide, elipsoide e hiperboloide de
revolucién en forma canénica. Este modelo acepta que los datos estan debidamente centrados, es decir, el vértice
de las superficies de revolucién esta preestablecido en el origen, por lo cual es aplicable a la cornea humana.
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topégrafo corneal.

REGRESSION AND CORRELATION OF OPTICAL SURFACES OF
REVOLUTION IN CANONICAL FORM KNOWN THE RADII OF CURVATURE

ABSTRACT

Three mathematical models are presented for the regression and correlation of a cloud of N points in R?
with Cartesian coordinates X, y; as abscissas, with his respective ordinate p, as a radius of curvature of the axial or
sagittal section, but not corresponding to the Gaussian curvature, with a paraboloid, ellipsoid, and hyperboloid of
revolution in canonical form. This model assumes that data are properly centered, that is, the apex of the surfaces
of revolution is preset at the origin; therefore, it is applied in human cornea.
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REGRESSAO E CORRELACAO DE SUPERFICIES OPTICAS DE
REVOLUCAO EM FORMA CANONICA CONHECIDOS OS RADIOS
DE CURVATURA

RESUMO

Apresentam-se trés modelos matemaéticos para a regressao e correlacdo de uma nuvem
de N pontos em R? com coordenadas cartesianas X;, y; como abscissas, com sua respectiva orde-
nada p, como radio de curvatura da secao axial ou sagital, mas que nao corresponde a curvatura
gaussiana, com um paraboloide, elipsoide e hiperboloide de revolucdao em forma canénica. Este
modelo supde que os dados estdo devidamente centrados, isto €, o vértice das superficies de
revolucao esté preestabelecido na origem; pelo qual € aplicavel a cérnea humana.

PALAVRAS CODIGO: cérnea; correlacao; elipsoide; hiperboloide; queratometria;
paraboloide; regressao; topégrafo corneano.

1. INTRODUCCION

El primer modelo que se desarrolla en el presente documento es til en particular
para el control de calidad de la geometria de una superficie especular con seccidn parabo-
lica, como en espejos para telescopios, o para verificar superficies dpticas que resultan de
los procesos de spin-casting para lentes de contacto (Wichterle y Wichterle, 1970) y espejos
liquidos con fluidos en rotacién libre (Angel et al. 2008). También este modelo puede usarse
para hacer un andlisis de regresion y correlacion de la cérnea humana con un paraboloide
de revoluciéon con la informacién suministrada por los queratémetros computarizados.

El segundo modelo es util para el control de calidad de la geometria de una super-
ficie especular con seccién eliptica que se aplana hacia la periferia, como en espejos para
instrumentos, o para verificar superficies dpticas que resultan de los procesos de torneado
de lentes CNC. También este modelo puede usarse para hacer un andlisis de regresion y
correlacion de la cérnea humana (Davis et al., 2005) con un oblate elipsoide de revolucion
con la informacién suministrada por los queratdmetros computarizados. Es importante
mencionar que las superficies elipticas tienen reflexiéon perfecta de foco a foco y también
presentan refraccion perfecta en el foco mas lejano al vértice, si los rayos son paraxiales,
por lo tanto, son ideales para modelar corneas, si se supone vision lejana. Adicionalmente,
también se incluye el modelo de regresion y correlacion de un prolate elipsoide de revolu-
cién en forma candnica, util para verificar la superficie corneal post-keratomileusis in situ
(Huang, Shekhar y Tang, 2003), a pesar de que no presente refraccion perfecta.

Y el tercer modelo es 1til para el control de calidad de la geometria de una superficie
especular con seccién hiperbdlica como en espejos para instrumentos, o para verificar super-
ficies Opticas que resultan de los procesos de torneado de lentes CNC. También este modelo
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puede emplearse para hacer un andlisis de regresion y correlaciéon de la cornea humana
con un hiperboloide de revolucién con la informacién suministrada por los queratémetros
computarizados. Conviene mencionar que las superficies hiperbdlicas tienen reflexién per-
fecta de foco real a foco virtual y también presentan refraccion perfecta paraxial para los
rayos que provienen de un foco cercano, por lo cual son aplicables para modelar cérneas
si se supone visidn cercana, en especial en casos de alta miopia corneal comunes a todos
los queratoconos.

Los métodos de regresion y correlacion de sistemas no lineales se resuelven usualmente
mediante dos técnicas:

La primera técnica usa un algoritmo (Bates y Watts, 1988) que permite iterativamente
aproximar los valores de los parametros desconocidos, obteniendo un estimado lineal para
sus cambios (Valencia y Bedoya, 2009).

La segunda técnica usa un algoritmo directo que permite resolver sistemas de ecua-
ciones no lineales en varias variables de forma iterativa mediante el uso de herramientas de
cémputo. Esta técnica es la que se recomienda para el uso practico de este trabajo (Ortega
y Rheinboldt, 2000), lo cual no es objeto de este estudio.

2. REGRESION Y‘CORRELACION DE UN PARABOLOIDE
DE REVOLUCION

Para la verificacién de la calidad de una superficie éptica correspondiente a un pa-
raboloide de revolucién se usan instrumentos modernos como topégrafos computarizados,
microscopios y nanoscopios, queratdmetros computarizados que permiten generar una
imagen bidimensional con zonas de nivel o tridimensional con superficies de nivel que carac-
terizan la superficie. Algunos de estos instrumentos generan las elevaciones métricas en un
sistema de coordenadas cilindricas (r, 0, z); existen muchos instrumentos que suministran la
informacién de la superficie con un sistema de coordenadas experto que incluye la curvatura
(, 8, k) 0, en su lugar, radios de curvatura (x, y, p) en coordenadas cartesianas. A continua-
cién se muestra un sistema equivalente que permite unificar los tres sistemas de medicién
usando como modelo (x, y, p). La figura 1 muestra la imagen que resulta de la medicién de
la superficie anterior de la cérnea humana de un paciente en particular.

Se observa en la figura 1 la queratometria que muestra las zonas isocurvatura con curvas
de nivel en colores o con puntos que tienen la misma curvatura. Por norma internacional, se
acepta que la informacién presentada por estos instrumentos permite calcular los radios de
curvatura p como funcién de la curvatura k, en milimetros, equivalentes para cada pixel a

3375

J

(1)

donde 1,3375 es equivalente al indice de refraccién del sistema simplificado cérnea-humor
acuoso de Le Grand. Algunos fabricantes de estos instrumentos adoptan como indice de
refraccion 1,3376.
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Cuavatues Saghal Frontal] Elevacitn [Frontal) BFS=7.11 Float

Figura 1. Topografia corneal computarizada generada por sistema Pentacam de OCULUS
(izquierda), que se usa para la keratomileusis in situ’, el calculo de lentes intraoculares
y lentes de contacto

Los métodos de regresiéon han sido ampliamente usados como algoritmos de analisis
numérico y estadistico para determinar la geometria que mejor se adapta a los datos corres-
pondientes a una nube puntos en R*o en R? con una funcién matematica preestablecida, que
en este caso particular corresponde a un paraboloide de revolucién en coordenadas cilindricas

2
2 =1 @)
o af,

para determinar la distancia focal f, que mejor se ajusta a los datos suministrados por el
instrumento de medicion.

2.1 Meétodo de los minimos cuadrados con las ordenadas

Para hacer la regresion de la imagen topogréfica de una nube con N puntos de la
forma (x; y;, p) con eje centrado, se reduce el problema a R* con

2 2
AR ®

asi, la nube de N puntos toma la forma (r;, p,) para efectuar la regresién por el método de los
minimos cuadrados en R? con un error total de la forma

1 Cirugia refractiva corneal mediante la ablacion de tejido estromal esculpiendo la cornea con la
evaporacion de tejido usando laseres pulsados Excimer.
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Explicitamente la geometria de la superficie que corresponde al paraboloide de revo-
lucién puede ser expresada con

r=t/4f z, )

Asi, también los radios de curvatura principales del paraboloide de revolucion se

calculan con
d 2
r
=1+ —
p(z,) ( dza)

Para cada punto de la topografia (r; p), se determina la ordenada correspondiente z
mediante las soluciones reales de

p = 21/@ @)

2

AL

4 )

3/2 »
d’r

dz?

N ;) ©

la cual es

+3

z; = 8Sgn(f)| —|/a

donde Sgn (f,) corresponde al signo de la distancia focal para indicar el sentido del pa-
raboloide con relacién al eje z. Si se supone el signo positivo por simplicidad, los valores
obtenidos para z; seran siempre positivos, ya que el minimo radio de curvatura en el vértice
es el doble de la distancia focal.

Sustituyendo (8) con el signo positivo en (4) se obtiene

2
N fp2 r-2
E = _fa+3#_; 9
; r—y 2

Para minimizar el error total E, se deriva (9) con relacion a la variable desconocida Sa:

dE, _ 1,

=g 22 S fAlfoe e =20 e =0

J=1
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Simplificando y expandiendo (10) se obtiene

4N 1= ar % v B+ —D=0 an

N N N N
con 4= ZI%ZpJ% B= Z%ij% C= 2%2 pj% rj2 y D= 32 rj4; donde la solucién
j=1 ’ =1 ’ j=1 j=1

real y mds positiva para la ecuacion (11) puede ser obtenida por métodos numéricos, usando
modelos matematicos estdndares (Kincard y Cheney, 1994).

2.2 Meétodo de los minimos cuadrados con las curvaturas
de la cornea humana

Este método alterno permite minimizar el error total como funcién de las curvaturas,

E, =§_}(kj —k(r)) 12

3375 135017

k(r,) = =
donde (I”J) p(}”]) W.

Minimizando el error total

dE,

0= 135047 2 B S P/

————=|=0
S\ +4D ) S W (13)

Asi, la solucién para f, puede obtenerse con métodos numéricos.

Es importante considerar que este método hace énfasis en la zona central de la cor-
nea, ya que es mas curva en el centro y se aplana hacia la periferia, por lo tanto, puede dar
mejores resultados précticos y clinicos para f, que los obtenidos con (11).

Es mas conveniente usar para la regresion y correlacion corneal el método de los mi-
nimos cuadrados con las curvaturas que con los radios de curvatura, ya que en la periferia
los radios de curvatura son muy grandes y el modelo haria énfasis en la zona periférica, que
por lo general no tiene mucho interés éptico, debido a que la mayoria de la luz que ingresa
al ojo es central.

2.3 Indice de correlacion

Como es usual para las regresiones con lineas curvas, se define el indice de correlacién
¢, como un numero adimensional entre cero y uno, para indicar la bondad del ajuste. Asf,

Revista EIA



N
D (z,-2,(r))
_
c N i 1 N 2
;Zj—ﬁ{j_l Zj) (14)

reemplazando (8) definida positiva en (14) y la funcién del paraboloide

c.= |1- (15)

con la distancia focal /. obtenida en la regresion.

3. REGRESION Y CORRELACION DE UN ELIPSOIDE
DE REVOLUCION

En este caso, la geometria de la regresion corresponde a un elipsoide de revolucién
en coordenadas cilindricas con vértice en el origen definido por

2

a

s —+ { 4 -4 N1- i } con semiejes A, y B, positivos (16)

[f f_n +11r ]confa>0 17)

n+1

donde n, es el indice de refraccién de una lente o de la cérnea humana con un valor de
1,376 a 555 nm, si se considera refraccién perfecta en la segunda superficie corneal, pero
si se adopta el modelo simplificado n, = 1,3375, para determinar los semiejes o la distancia
focal /. que mejor se ajusta a los datos suministrados por el instrumento de medicién. Para
facilitar la comprension del lector se supondra el signo positivo en las ordenadas del elipsoide
de ahora en adelante.

La figura 2 muestra otra imagen que resulta de la medicién de la superficie anterior
de la cérnea humana de un paciente en particular usando otro instrumento.
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Figura 2. Topografia corneal computarizada generada por sistema Keratron de OPTIKON

3.1 Regresion de un oblate elipsoide

La nube de N puntos toma la forma (r;, p,), para efectuar la regresioén por el método
de los minimos cuadrados en R* con un error total de la forma

2

N
E=Y|z-4,+4, /1= | cona,>B, (18)
j=1 a
o
N 1 ’
n,+
Et:; Zj— (f f - _1 j } (19)

para las funciones (16) y (17) respectivamente. Se observa claramente que la regresién debe
calcular los dos semiejes usando (18), o si se desea, se supone la superficie con refraccién
perfecta para calcular sélo la distancia focal /f, usando (19).

Explicitamente la geometria de la superficie que corresponde al elipsoide de revolucién
puede expresarse con

B
+2 (24, -
A ( a Za)Za

a

(20)

(6] respectivamente

r=+L [, Dz, @n, f,=2,1,+1) @
na
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T
Asi, también los radios de curvatura principales del elipsoide de revolucion se calculan con

3/2 3,

2 -1
d d’ 1 (BXA,-z,) ’
p(z,) = 1+[d’J L;% =—> { =2 04, —2)z | cono<z, <24, @2
Za Za a “a

a
o respectivamente

_ _ _ %
p(Za) — ((na 1)(fa na Za )(Za + naz(.f4‘a (na 1) + Za ))) con O < Za < 2fa na (23)
12 (n,=1)"n, n,+1
Jan, -1 B’ _
para calcular 4,= | y B,=/f, . ysiz,=o0, P0)=—%= _(n,=1) f.

a a

Para cada punto de la topografia (r;, p;), se determina la ordenada correspondiente z
mediante la solucién real de

3

1 (BA4,-z,) :
P = 1B ( yE / +(24,-z;)z; 24)
con la solucién
2 2p2. 2\ 4
=z :A —A Aa_(AaBapj ) 3 (25)
J a a AZ_BZ

o respectivamente si se supone refraccion perfecta

o, _ (00, =D, m, =2 )z, 1, (fln, =D+ 2)

26
[ (n,=1)’n; 0

que corresponde a

Sy = fy 2, = g+ D1, = D))

£ n,+1 @7

Substituyendo (25) o (27) en (18) o (19) respectivamente y simplificando para calcular

2 N
E= a3 1= JAz—uzBsp,» )
t a BZ AZ_BZ

Jj=1 a

(28)

Escuela de Ingenieria de Antioquia 99



REGRESION Y CORRELACION DE SUPERFICIES OPTICAS DE REVOLUCION...

y desarrollando

E = Az[zjzz l];z }/(A,,Ba z(p/) 322() BWZE/(AZ \/A p,z)(Bf—rjz))] 29

a/l a J=1

o0 si se supone refraccion perfecta

E = Y = A =0, ) | 6O

y desarrollando

(2 +)(n, - )N = f,(n>=1) 3| £, (n,—-1) n’ Z(p/)

(n +1)(n +1)
(n,+0Y (1) -2n, -1y, (Jf (fy 72 = (1, 4D 0, =Dl Y2 (= 1) =, 10 H €

Para minimizar el error total E, se derivan (28) y (30) con relaciéon a las variables
desconocidas A, B, o /,, segin el criterio de disefio sin refraccion perfecta central o con
ella. Como los sumandos no son funciones lineales de las variables desconocidas, se hace
necesario el uso de un método numérico con la linealizacién de los kernels o sin ella, usando
series de Taylor alrededor del origen, pero recordando que los desarrollos generan errores
considerables cuando se alejan del origen, por eso es importante considerar el mayor nimero
de términos que sea posible.

dE, ) y e (4; - B)(B, ~7})
=0 24+ B*)p’3 -33/4'B* || B, - =0 (32)
dA ﬁz(( )p a a) a \/ A;—%/A;ijf

zoﬁi[aA‘tB‘t_AjHBj o7 —(A‘f_Bj)zrf\/ A -3[42B2p’ J[ [P BB —r)] 53

(R RN S 7ol [V O | R e ey

para construir un sistema de dos ecuaciones con incognitas A, y B,.

Y si se supone refraccién perfecta

%03 [2ng<n;_1>w-3m[ns-;j] (1-¢)=0 39

2 1/2 —1/2
n+17r;
con ¢, =|1-—* 1? n—(n,+1) 3 1}(11 -’ ;)(’ cuyo desarrollo se reduce a
n,— a a
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(n> +1)N — ici—n c; +3\/ ( l)f (ZJE zicla/g] =0 (35

para determinar con métodos numéricos la distancia focal f,.

Aceptando que la cérnea humana se ajusta para vision lejana, con el modelo simpli-
ficado cornea-humor acuoso n, = 1,3375, la expresion anterior se reduce a

2,7889N—ic 17889i 07363(2f Zc JE} = (36)
J=L =g j=1

2\2 S\ 12
¥ A
con ;= 1—6,9259? 1,7889—1,9756 3’ %

Y si se acepta refraccion perfecta en la interfase cérnea-humor acuoso n, = 1,376:

N N N N
2,8934N — ZCL 1,8934 Z{cj+0%/7%0(2;3/pi_z{cj3/pi] =0 37)
J= a J= J=

Jj=1

2\ 12
con ¢ = [1-631912 | [18934-2,1216 3| P~
Ja 1

3.2 Regresion de un prolate elipsoide

En este caso no se aplica la refracciéon perfecta central. Usando el mismo procedimiento
utilizado para la regresion de un oblate elipsoide de revoluciéon con coordenadas cilindricas,
en forma canénica z, = * (B,~B, +/1-r*/A?) con A, > B, la solucién final es equivalente
a (32) y (33) pero con el intercambio de semiejes A, y B, asi:

Ul B 242 e B-4) B} —3[42B%’ (Bz—Az)(Az—rz) o 38)
_0:2 4,B, - 3 ) 2 3[p2gs r; B APV A2_ 2 A, - —— |0
= JAG —r2 3BA] (B, =4,)(4; =r7) 3/ A2Bp’

B i((szM)py 33A;‘B;‘){AH—\/(B”_A")(A”_”)]=0 (39)

B =3[ 4:B}p]

para construir un sistema de dos ecuaciones con incognitas A, y B,

a
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3.3 Regresion de una esfera

Como caso especial, si los semiejes de la elipse son iguales, el sistema degenera en el
caso esférico donde el radio A, de la esfera que mejor se ajusta a la nube de puntos satisface

24, N- Z(p Y- 4, Nl Aa—PJ;\/_fj—r} _i ( ,—Aj_rjz)Jri(/ipi_rjz):o @1
J a J J= Jj=

donde la solucién real no negativa para A, puede obtenerse con métodos numeéricos.

3.4 Regresion de un oblate elipsoide usando el método de los
minimos cuadrados con las curvaturas de la cornea humana

Este método alterno permite minimizar el error total como funcién de las curvaturas,

E = z (k k(r)) donde k(r;)= ?;ZEZ f

J

P —3/2
=337.54,B, (Bj + (%— 1)r].2] @n

a

Minimizando el error total

N (247 + B} N (A2 + BX)rl —BhHk,
% 0= 337548 ( & )i - -y (24, +B,)r, “)51=o 42)
d, S (A7 =B+ B, ) T (42 -B)r2+BY
N (442 -BHr?-2B) X ((442-B))r! —-2BHk,
dEt:O:}337,5AaB4Z ( . Za); 4a4 _2 (( a a)] as)jzo (43)
dB, i (A =By +B,) 55 (42— Br? +BY"
Que pueden ser sumadas para obtener una expresién mas simple
N 24.r! - B, y 24217 = B)k,
337,54,B) ) yo 2 (2 o~ 2“):y=0
J=1 (( B )r +B ) =l ((Aa _Ba)rj +Ba) ? (44)
Asi, las soluciones para A, y B, pueden obtenerse con métodos numéricos.
Si se supone refracciéon perfecta
N 2;42—;7—122 N 2r2—n -1 )k
337,5n, (n,—1)" £} 2 > ( 3{“4—2 (2r; =« )f)/ =0 5
(r; +(n, k0 M (rjz+(n -1’ f)
ysin, =1,3375
Noo2r7-0,1139f7 & (2r7—0,1139 /))k,
51,4180 17 2 /e =) i f")sf = (46)
(7 +0.113940)" S (1240,1139/2)%
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ysin, =1,376

N 22— 0,1413
65655012y — /.

j=1

2r} = 0,1413 f)k;

- (
B J = 47
(] +0,1413 17" 2 (2 +0,1413£2)" "

J=1

con f, y r; en milimetros.

Esimportante considerar que este método hace énfasis en la zona central de la cérnea,
puesto que es mas curva en el centro y se aplana hacia la periferia, por consiguiente, puede
dar mejores resultados practicos y clinicos para A,y B, o/, que los obtenidos con (32) y
(33), 0 (34), a pesar de que el indice de correlacidon sea mas bajo.

3.5 Indice de correlacién

Reemplazando (25) en (14) y la funcién del elipsoide

2
)}
p= A’ - B’ B’
c= 1= : : 48
N Ly e Vol R A2- (4282 p2)"
Z 1_ a 2a a2] _ Z 1_ a 2a a2]
j=1 Aa_Ba N Jj=1 Aa_Ba

con las constantes A, y B, obtenidas en la regresion.

Suponiendo refraccion perfecta, el indice de correlacion c, se obtiene al reemplazar
(27) en (14) y la funcién elipsoide con refraccién perfecta, as:

Z[\/f,,(nffa — 0020, =D 1, 9 - 1 =B ]

c.= |1-

2 - @)
) A ) —%[Z[fa R A n

J=1

con la distancia focal f, obtenida en la regresion.

El indice de correlacién para el sistema simplificado cérnea-humor acuoso de Le
Grand con n, =1,3375 es:

3 7,(1,7889 f, =1,9756 (f, p?)%)_ 16,9259
>[4 , :

J=1

(50)

z(f“ _\/f“(mgggfa -19756 (1, p))") ] _%[Z[f —x/fa(1,7889fa 19756 (£, p)%) ))

J=1 J=
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El indice de correlacién para la interfase aire-cOrnea para uso en un modelo con
refraccion perfecta en la superficie posterior con n, =1,376 es:

N

£,(1,8934f, —21216 (f, p?)%) —[f7-6,3191r7
>[4 ;, :

=

c. = |1-

c N 2 N - 2 (51)
Z(fa —Jfa(l,8934fa -2,1216 (f, pi)é)) —L[Z(fa —Jfa(l,8934fa -2,1216 (f, pi)é)n

2. NS

con la distancia focal f, obtenida en la regresion.

La figura 3 muestra la imagen que resulta de la medicién de la superficie anterior de
la cérnea humana de un paciente en particular.
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Figura 3. Topografia corneal computarizada del ojo derecho de un paciente
con queratocono moderado generada por el sistema ATLAS 9000 de
Carl Zeiss Meditec, Inc., probablemente con mejor ajuste hiperbdlico

4. REGRESION Y‘CORRELACION DE UN HIPERBOLOIDE
DE REVOLUCION

En este caso corresponde a un hiperboloide de revolucién en coordenadas cilindricas
con vértice en el origen definido con

2

r . »
z,=% |-A4,+ A4, [l+— | consemiejes 4, y B, positivos. (52)

a

0
z, =% 1 —f+ faz+n“+1r2 con f, >0 (53)
n,+1 n,—1




donde n, es el indice de refraccion de una lente o de la cérnea humana con un valor de
1,376 a 555 nm, si se considera refraccion perfecta en la segunda superficie corneal, pero
si se adopta el modelo simplificado n, = 1,3375; y asi, determinar los semiejes o la distancia
focal /, que mejor se ajusta a los datos suministrados por el instrumento de medicién. Al igual
que en el elipsoide, para facilitar la comprension del lector, se supondra el signo positivo en
las ordenadas.

4.1 Regresion de un hiperboloide

En este caso el error total es

il r
EFZ z,+4,-4 1+B’— (54)

=1 a

~

E =

t

N
1 2 l/la+1 2
Zj_ _fa+ fa + 7?]' (55)
= n_+ n

1 a a

para las funciones (52) y (53) respectivamente. Se observa con claridad que la regresiéon debe
calcular los dos semiejes usando (54), o si se desea, se supone la superficie con refraccion
perfecta para calcular solo la distancia focal f, usando (55).

Explicitamente la geometria de la superficie que corresponde al hiperboloide de re-
volucién puede expresarse con

r=% i“ A, +2z,)z, (56)

a

(6] respectivamente

r=+.(n,-Dz, Qf,+(n,+1z,) (57)

Asi, también los radios de curvatura principales del hiperboloide de revolucién se
calculan con

2 -1 3
dr d’r 1 (BX(A, +z,))’ ?
p(z,)= ]+(d7j leg % = 13 [ pE +(24,+z,)z, (58)

o respectivarnente

(1, = D(f, +n,2)(f,(n, =D+ n, (n, +1)z,))
12(n,—1)?

p(z,)= (59)
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n,—1

para calcular A”:nfjrl y B, =1, 1 y si z, =0, p(O)———(n -Df.,.

H

Para cada punto de la topografia (r, p,), se determina la ordenada correspondiente
z, mediante la solucione real de

1 (Bl(4,+z;)° ?
= @ a Nz, (60)
pj 1B, Aj +(2Aa+zj)zj
que corresponde a
£+ (LB S
2o AR ABP) (61)
A
0 respectivamente si se acepta refracciéon perfecta
3
p o ((na - 1)(fa +nazj)(fa (na - 1) + na (na + I)Zj))é (62)
o £ (n, =1y
que corresponde a
_—fum £+ O, DU, = Dp Y .
/ n,(n,+1)

Sustituyendo (61) o (63) en (54) o (55) respectivamente y simplificando para calcular
el error total como funcién de los radios de curvatura se tiene

N 2 A2+(A232p 2)%
E =4’ 1+-L—, = 2 6 J (64)
' ; B’ A’ + B’
y desarrollando
) 2A2+32 «3/AaBj (% ~ > = 6
A[AZ B AHBf,Z’(p )3 ,2( ) BWZ(\/(/‘ BB+, ))] ©

si se supone refraccion perfecta

E =
! (n, +1)2

J=1 -1 "

2[ 1 +” +l ——\/f (f, +(n, + D(f,(n, ~D)p, /)] (©6)
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y desarrollando
S| T $67)
== | (O D0, = DN+ £, =D A 7, (=) X e,/ ) +

w2, DY ()2, —é(Jfa(fa + 0, #DC (, = 0P, YD, =1+ (1, + 1 )] ©7)

Para minimizar el error total E, se derivan (64) y (66) con relacién a las variables des-
conocidas A, B, o /,, segun el criterio de disefio sin refraccién perfecta central o con ella.

dE N % (A2 +B})(B. +r})
t=0= > [(24}-B)p7 —343//143;‘) B- =0 (68)
dA, 12—1‘( ! A +JAaBap]

2 _Hp2 3[p? 2 242 A*+3[4%B%*0? 2 2 2 2
dE, [ pR=Ls P, By L | A 4B ][Ba_ (Aa+Ba)(Ba+r,)}:0 ©9)

—+t=0= ;
) 2 N T (VY S [ 2B

para construir un sistema de dos ecuaciones con incognitas A, y B,.

Y si se supone refraccion perfecta

N
L 0= |2 -1t +330m, - 1777 [ 147 || 0=y =0 70)
J=1 Cj

df,

1
2 2
n,+17; , P
con ¢;=[|1+—* 0 # 1+ (n, +1) 3/(n,—1) f—jz cuyo desarrollo se reduce a
n,— a a

(nﬁ—l)N—naZCL‘?i —%( ZJE Zc %} L

J=1 J n, j=1

para determinar con métodos numéricos la distancia focal /..

4.2 Regresion de un hiperboloide usando el método de los minimos
cuadrados con las curvaturas de la cornea humana

Este método alterno permite minimizar el error total como funcién de las curvaturas,

£ =3 k) 72
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337,5

32
donde k(r;)= =337,54,B (Bz +( 1) 7] )

J

Minimizando el error total

N (BX-24w+ B X ((B2-24Y)r!+BHk.
dEt :0 - 337_5Aa332 ( c; 20)2j 4a4 _z (( a a) J a)s J :0 (73)
dAa Jj=1 ((Aa + Ba )rj + Ba) Jj=1 ((Aj + Bj)}"]z + B:)A
44° + B)r; —234 N (442 + B} —2BHk,
E_y :>337.5ABZ ( - )% = (4, + B.)r) ”5)/:0 (74)
dB, (A2 +B? )r +B,) ‘o ((A§+B§)rj2+B:)A
Que se pueden sumar para obtener una expresion mas simple
Yo 24 +B)r;-B, X (24>+B))yr-B)k,
337,54,8)) (2“ 2“)2-’ k)Y (& ) ) =0 75)
= (A +B)rp+B)" 55 ((42+B2)r + B! )/

Asi, las soluciones para A, y B, pueden obtenerse con métodos numéricos.

Si se supone refracciéon perfecta

N 2n2r.2— n -7’ N (2nir— n,—1
3375(n—1)f2 3 < 2)]:“4—2( - )f)/—o (76)
() +(n, =1’ f))' 45 (n2r? +(n, = 1)’ f2)
y si n, =1,3375 para el sistema simplificado cOrnea-humor acuoso de Le Grand
N 357787 -0,1139/7 X (3,5778r7 —0,1139 )k,
f 2 ( J fa ) J — 0 (77)

38,4434 17
2 (1,7889r7 +0,1139£7)* 4 (1,7889r].2+0,1139f02)%

ysin, =1,376 para la interfase aire-cérnea para usarse en un modelo con refraccién perfecta

en la superficie posterior

1771441 i 3,7868r7 —0,1414 1 i (3,7868r; —0,1414 f )k,
(189347 +0.141477)" S (18934/2 +0,141472)% 78

con /, y r; en milimetros.



Se debe aclarar que, aunque histolégicamente la cornea humana tiene diferentes tipos
de células con diferentes indices de refraccidn, el estroma corneal es el tejido mas abundante,
que practicamente configura el indice de refraccion promedio n, = 1,376; sin embargo, debe
recordarse que las células epiteliales de la primera y delgada superficie tienen un indice de
refraccion de 1,401. Los modelos matemaéticos que se desarrollen en el futuro posiblemente
consideraran estos detalles. Algunos sistemas laser con pulsos de femtosegundos (1072 s)
usados para la keratomileusis in situ aprovechan las diferencias dpticas que existen entre las
diversas capas de células corneales para iniciar la cirugia desepitelizando la cérnea, creando
un alerdn de células epiteliales con la membrana de Bowman y asi exponer el estroma a la
ablacién (remocién de tejido por evaporacién), sin los riesgos comunes que implica el uso

del microqueratomo? (Carriazo-Barraquer, 2001) con anillo de fijaciéon.

4.3 Indice de correlacién

Reemplazando (61) en (14) y la funcién del hiperboloide

5 A2+ (422 p1))
A’ + B’

J=1

c.= |1-

A’ +(A’B? pz)% A’ +(A’B’ pi)%

N - 1 N
1_ a a a J _ 1_ a a a
2, A2+ B N ,Z‘ A, +B;

J=1

con las constantes A, y B, obtenidas en la regresion.

79

Si se supone refraccion perfecta, el indice de correlacion c, se obtiene al reemplazar

(63) en (14) y la funcién elipsoide con refraccion perfecta, as:

[ S N el ]

c,= |1-

Jj=

con la distancia focal /, obtenida en la regresion.

Z(\/f (f, = (n, +1((n, )£, 02" )) ——{ (\/f (f, =(n, +1((n, )£, 92" ))]

(80)

2 Herramienta de cirugia semejante a un cepillo de carpintero con cuchilla de zafiro y posicionamiento
micrométrico. Los accidentes quirtrgicos son comunes con esta herramienta, generalmente debido

a fallas del anillo de sujecion, por lo tanto, cada vez mas esta en desuso.
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El indice de correlacién para el sistema simplificado cérnea-humor acuoso de Le
Grand conn, =1,3375 es:

N 2
1,78892(0,7476\/ £.(f, —1,6274(f, pi)% ) = /7 +6,9259 J
j=1

Z(\/ 1.(f, —1,6274(f, pi)% )) —%[Z,Hfa(fa ~1,6274(f, pi)% ) )]

c = |1-

(81)

El indice de correlacion para la interfase aire-cérnea para su utilizacién en un modelo
con refraccion perfecta en la superficie posterior con n, = 1,376 es:

N 2
1,89342(0,7267\/ £.(f, ~17149(f, p2Y5) = [ £2 631912 )
J=1

5 ({[n0 174005 | —%{Z(Jﬁ,m 17149/, pi%)j)

c.= |1- (82)

5. CONCLUSIONES

El modelo matematico-estadistico presentado permite modelar con precision y exac-
titud, de forma automaética, lentes para instrumentos, espejos, lentes de contacto, lentes
intraoculares y cirugias refractivas, utilizando la informacién pixelada a color medida por los
modernos queratémetros computarizados con el futuro desarrollo de software experto. El
modelo también sirve para su uso en oftalmoingenieria en técnicas de “eye tracking” (loca-
lizacién automatica del punto focal de visién) y para el desarrollo de lentes personalizados.

NOMENCLATURA

Variable recurrente

Semieje mayor anterior

Variable recurrente

Semieje menor anterior

Variable recurrente

Coeficiente o indice de correlacion
Variable j-ésima recurrente
Variable recurrente

Error total

Distancia focal geométrica u 6ptica anterior
Punto j

Poder queratométrico corneal
Curvatura o queratometria

k. Queratometria j-ésima

Q Q

AR TTSPFDmODOO O O W >
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N Numero de puntos

n, indice de refraccion relativo al aire
r Radio polar

T Radio polar j-ésimo

X Abscisa cartesiana

X; Abscisa j-ésima cartesiana

y Abscisa cartesiana

A Abscisa j-ésima cartesiana

z Ordenada cilindrica

Z, Ordenada cartesiana anterior
z Ordenada j-ésima cartesiana
0 Angulo polar

p Radio de curvatura

o Radio de curvatura j-ésimo
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